2 : Kha vi va Vi phan

Vi phan cap 2 1a vi phan cda vi phan cap 1

d°f = d(df)= d(feix + fdy)= d(fdx)+ d(fdy)
= (d(fpdx + T4 (dx))+ (d(fHdy + fd(dy))

= fgdx” + 2f gdxdy + fddy”

Hay ta viét dwéi dang

2

S

2

f
de2+ 2 1 dxdy + .
1'% Ix9y Ty

Vay ta viét dwdi dang quy wdc sau

2
2

d dy

002
& O
de + ——dyZ f
1x Ty o

df = ngx ¥ ﬂ—dy%f d’f = é
1x 1y o




2 : Kha vi va Vi phan

Téng qgét cong thurc trén,cho ham 3 bién va cho vi
phan cap 3 cua ham 2 bién
Vi phan cap 3 cla ham 2 bién f(x,y)

-03

£ Q)
d’f = éﬂdx + ﬂ—dy; f
1x 0

1y o

= fgdx” + 3fdedx dy + 3fgedxdy” + fgdy"

Vi phan cap 2 ctia ham 3 bién f(x,y,z)

2

df(x,y,z)= gﬂdm Ldy ¥ ﬂ—olz%f

R 1y 12z o
_ 2 2 2
= fagdx + fyszytédy + fadz + 2fX5§édxdy + 2fysz}ﬁydz + 2f gdzdx




2 - Kha vi va Vi phan

Vi du : Cho ham f(x,y) = xsiny — 2ycosx. Tinh df,

d=f tai (0,11/2)

Giai :

Ta di tinh cac dao ham riéng dén cap 2, thay vao

cong thuc tinh vi phan

ff= siny + 2y sinx,f¢= xcosy - 2cosx

f#&= 2y cos x,fX¢y¢: cCosy + 2sin x,fy52y¢: - X Ssiny
Vay ta duoc:

df(O,%): fxszf(O,%)dx + fy¢(0,%)dy = dx - 2dy
2 2 2
d f(O,%): fxgsé(o,l%)dx ¥ zfxszy;é(o,%)dxdy ¥ fyszyst(o,%)dx

Avys - . N 2 . 2
Vay . df(O,%)— dx - 2dy,va d f(O,%)— pdx




2 - Kha vi va Vi phan

Vi du : Cho ham f(x,y,z) = xy? — 2yz? + e**¥*Z, Tinh
df, d4f

Giai
Twong tw vi du trén, ta co

df = fdix + fdy + fdz
df = (y2+ex¥V*2)dx+(2xy—2z2+e**V*2)dy+(-4yz + e**¥*2)dz
d°f = fgdx” + fady” + fgdz” + 2f gdxdy + 2fddydz + 2f gtzdx

def=ex"y*z2dx2+(2x+e*y*2)dys+ (-4y+eX*y*z) dz- +
2(2y+e*y*2)dxdy+2(-4z+e*y*2)dydz + 2(eX*Y*2)dzdx



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Dao ham riéng cap 1 ctia ham hop

Pinh Iy : Cho ham z = z(x,y) kha vi trong mién D; x, y
a cac ham theo blent x=x(t), y=y(t) kha vi trong
(hoang (t,,t,), khi &y ham ho’p z = z(x(t),y(t)) cing
Kha vi trong khoang (t,,t,) va

dz 9z dx 9z dy
- ——+ -

dt Ix dt Ty dt

Vi du : Cho ham z = x2-3xy, X = 2t+1, y=t4-3. Tinh az

dt

Giai; 92 _ Yzdx Yz dy =(2x — 3y)2 + (-3x)2t
dt Ix dt Ty dt




3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Toéng quat hon:

Cho z = z(x,y) va x=x(u,v), y=y(u,v) ttrc la z la ham
hop cua 2 bién u, v. Ta c6 codng thirc twong tu:
1z _9z9x  9z9y

Tu I"xgu gy Ju
1z _1z1x 1z1y

v Ixqv Iy qv G, Z 1z
Ta c6 thé tong quat 'n/ w

bang so d6 sau :

Can tinh dao ham cula z 117/ N\, Ty Ty
theo bién nao ta di theo g LY

dwdng dén bién dé u Voo v



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vidu : Cho ham z = xeY, trong dé x=cosu+siny,
y=u?+v2, Tinh 9z 9z

Tu qv
Gidi: Ta st dung cdng thirc trén dé tinh
1z _ 9z 9x 9z 9y _
fu 9I9x fu Ty qu
1z _ 1z I1x 1z 1y
Iv._ Ix Iv__ Iy v

e’ (- sinu)+ xe’.2u

= e’(cosv)+ xe’.2v

Chu y: Co6 thé tinh dao ham trén bang cach thay x, vy
theo u, v vao biéu thirc clia ham z réi tinh dao ham
thong thurong. Tuy nhién, viéc s dung céng thirc
dao ham ham hop (ndi chung) sé cho ta két qua
nhanh hon




3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vidu: Cho ham z = f(x+y,2x-3y). Tinh cac dhr dén
cap 2 cua ham z

Giai :
Ta} déj[ thém 2 bién trung gian : u = x+y, v = 2x — 3y
de thay ré rang ham z = f(u,v) la ham hop
Dung céng thiec dh ham hop, ta dwoc 2 dhr cap 1:
z = U Vv = +2f, ; Z, = .ul v, =F,-3f

Sau d6, lay dhr clia cac dh cap 1, ta dwoc cac dhr
cap 2:



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

: 201, =

4 XX = ’U]’X T ’X
N v;]+2[(f@®’

! )y

/1

Gi ng/u%u

LAy dhr theo uthi nkan /Lj{dhr theo v thi nhan
vOi dhr cua u the &i dhr cua v theo

Lay dhr cap 2 theo x thi twong tng nhan vaéi dhr
cua u, v theo x

TU’O’ng tU’ Z Xy — fUU_f UV_6f VV! 4 vy = fuu-6f UV+9f VvV



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vidu: Cho ham z = y.f(x=-y?). Tinh z ¢,z ¢

. , aZ_|_ aZ_ X
Twdosuyra:y—"x-—7z.—
X y y
Giai:
Ta dat t = x2-y2, thi f |a ham theo 1 bién t, z=y.f
Suy ra:
qz
—— = y.fetf= y.fe2x ﬂ—Z:f+ yfete= f+ yfe(- 2y)
T X Ty '
. 07 : ' _ _ Z
ya—+xa—: y.y.f 2x T x.f T xy.f (T2y) T x.f T x.—
X y y




3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Dao ham riéng cap 2 ctia ham hop

Cho ham z = z(x,y), trong do x = x(u,v), y = y(u,v).
Ta di tinh dao ham riéng cap 2 cta ham z theo bién
doéc lap u, v

Z Uu=(Z’U),u:(Z,X'X,U+ Z,y'y,u),u:

@) X 2K IHE y FE)V

(20 X HZ ) YK A2 X +((Z )X (Z y) YOV yY”u‘u

Z® = (zggxf2+ 52¢x gy ¢+ z%ygz) (z¢x¢¢+ z¢y¢¢)

uu

Twong tw, ta cd 2 dao ham cap 2 con lai



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vi du: Cho ham z = x2y - xy?, x = uY, y =u?- v2,

Zg= ZgXE+ zfylgé: (2Xy - yz)vuv'1+ (x2- 2Xy)2u
Ta lay dao ham theo v cda biéu thirc trén:

2 = (2xy - y)gvu T+ (2xy - yO)(vu )E+ (x - 2xy)¢2u

2 v-1

= (2" Inuy + x(- 2v))- 2y (- 2v)vu"+ (2xy - y ) (u T+ vu' T Inu)

+(2xu Inu- 2(u'Inu.y + x(- 2v)))2u



3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vi phédn cdp 1 : Cho z = z(x,y) va x=x(u,v), y=y(u,v)
tirc 1a z 1& ham hop cda 2 bién u, v. Ta tinh vi phan
clia ham z theo vi phan cla 2 bién ddc lap u, v
bang cach dung coéng thirc nhw ham 2 bién thuong

dz = zgdv + zgdu

Ta chi tinh vi phan cap 2 cia ham z theo bién doc
1ap u, v; tre la ta st dung cdng thire vi phan cap 2
cua ham z(u,v). Vay vi phan cap 2 cua ham hop la

2

dz= z&du

uu

2

+ 2;%dudv+ zﬂ/édv2




3 : Dao ham rieng va Vi phan ham hop

Vidu: Cho z = xcosy, X = uv, y = u+v. Tinh dz, d*z
theo vi phan cua bién dbéc lap du, dv

Giai:

Ta sé tinh cac dao ham riéng dén cap 2, roi thay
vao cong thire vi phan, ta duoec:

dz= (vcosy- xsiny)du+ (ucosy - xsiny)dv

d’z = (- 2vsiny - xcosy)du2+ (- 2usiny - xcosy)dv2

+ 2(- vsiny + cosy - usiny - xcosy)dudyv




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

1. Ham an 1 bién : Cho ham y=y(x) xac dinh tt
phwong trinh ham an F(x,y)=0

Vi du: Cho phwong trinh dwdng tron x2+y?-4=0
Khi ta tinh y theo x, ta dwgc 2 ham ng véi 2 nira

trén va dwéi cua dwong tron la y = i\/4 — 2

Khi d6 tiy vao yéu cau ban dau lay phan nao cua
dwong tron, ta sé lay phan twong ng.

Chang han, ban dau co thém diéu kién y=0.
Khi do, ta noi ham y=y(x), y=0 xac dinh b&i pt ham
an x2+y2=4 1a .

y = +\/4 ~ x°




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Tuy vay, thong thwong ta sé€ gap cac phwong trinh
ham an khéng thé tinh y theo x nhw pt sau

eX+y sin x ~ 3e°”" Y cos y — 0
Ta tinh dao ham y’ bang cach lay dao ham 2 vé
phwong trinh F(X,y)=0 bang cong thirc dao ham ham
hop theo x:

F d F d , d . 2 , .
12X, 1Yoy Tatinh @t dang thwrc nay
Ix dx Ty dx d x
dé dwoc cong thirc dy _ .. Ff

= y _— -




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Vidu:Tinhy,y” biétx —y + arctany = 0
Giai:

Ta dat F(x,y) = x — y + arctany, roi ap dung cong thirc
Fg 1 1+ y°

y¢: -

- s 2
F ¢ 14 y

1+ vy °
pé tinh dao ham cap 2, ta lay dao ham cua dao
ham cap 1 voi ghi nho rang y’ da co trwoc do de
thay vao két qua y”.

y €= (1+ i)¢: - 2yy¢: - 2(y "+ 1)

y y y




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Ham an nhiéu bién: Cho ham z=z(x,y) xac dinh tw
phwong trinh ham an F(x,y,z) = 0. Ta phai tinh 2
dao ham riéng

Twong tw ham an 1 bién, ta c6 céng thic tinh

dao ham

Hoac ‘ta co thé t[nh dao ham riéng cua ham z theo
X, ¥y bang cach lay dao ham 2 vé phwong trinh ham
an lan luvot theo x, y (Coi bien con lai la hang s6



4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Vi du : Cho ham z = z(x,y) xac dinh b&i phuong
trinh x2+y?+z2-3x+6y-5z+2 = 0. Tinh z¢,z¢

Giai:
Céch 1: Lay dao ham 2 vé phuwong trinh da cho
theo x, coi y la hang so

2x + 2zz¢- 3- 5z¢=0 P z¢=

3- 2X
2Z - 5
Va lay dao ham theo vy, coi x 1a hang sb

6+ 2y
5- 2z

2y + 222f+ 6 - 5zg= 0bp z);/é=




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Céch 2: St dung cong thirc bang cach dat F(x,y,z)
la vé trai cua phwong trinh da cho

Fe= 2x - 3,Fy¢: 2y + 6,F¢= 2z- 5
Ta cling sé& duwoc két quéd nhw trén.

Pé c6 dao ham cap 2, ta 1ay dao ham cla dao ham
cap 1, va nh¢ rang z la ham, bién con lai la hang so6

Vi phan clia ham an: ham y(x) hodc z(x,y) déu la
cac ham th(?o 1 hoac 2 bién doc lap nén ta tinh vi
phan cac cap cua chung nhw vé&i ham binh thuwdng




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Vi du: Tinh dz, d2z néu zex+ 3y + z - 1 = 0 tai (0,1)

Giai:
Trwdec tién, ta thay (x,y) = (0,1) vao phwong trinh dé
duoc z = -1

Tiép do, ta tinh cac dao ham riéng dén cap 2 bang
cach dat F(x,y,z) la vé trai cua phwong trinh trén

¢ e ¢ > ¢(0,1 / ¢(0,1 3/
ZX: ) X Ly = T X I) VA 1 = , L ] - -
e + 1 e + 1 X( ) 2 y( ) 2

1
P dz(0,1)= —(dx - 3dy)
2




4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

X

& ze* 0 & z.z7e §¢

Z® = X- = = - H
XX é e’ + 15X é ze + z9
Ta thay zeX = 1-3y-z vao biéu thc trén roi tinh dao
ham tiép
i ® z(1- 3y - z)g¢ _ z¢(1- 3y - z)+ z(- z¢)
7§ : G (1- 3y)
@ = z¢2" (1' 3y' Z2) Thay z’(0,1) = ¥ vao, ta
(1- 3y) dwoc z”,,(0,1) =0

Twong tw, ta tinh dwoc 2 dao ham riéng cap 2
con lai. Va duwoc

Z

d®z(0,1)= 3 , dxdy



4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Vi du : Cho ham z = f(x+y,x.y), tinh vi phan dz, d?z

Giai: Ta di tinh dao ham riéng dén cap 2 ctia ham z
Trwdce hét, ta dat t = x+y, s = x.y thi z |a ham theo 2
bién t va s, con t, s la ham theo 2 bién x va y. Ta dwoc
z, = sy = ALy, Z, = Pt s, =

. 1+F X

Suy ra dz = (fi+f.y)dx + (f+..x)dy

Z”XX — (f’t+f’8'y) ’X = [(f”'[t't’x-l-f”tS'S’X)+(f”S'['t’X+f”SS'S’X)'y]

2" = Pyt2yf et yo.f

Tuwong tv, ta dwgc 2 dao ham cap cao con lai va

d°z = (Fy+2yFt y2.riddx? + (Fi+2xFot X2.F)dy? +
(Pt (X+y)Fis+Xyrss+5)2dxdy



4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Vidu: Tinh Z%, z\, néu z = z(x,y) xac dinh tt pt
F(x+y+z,x+y-2z) =0

Giai :
Twong tw vi du trén, ta cing dat thém 2 bién trung
giqn t = X+y+z, s = x+y-2z dé duwoc F la ham theo 2
bientvas
Trwdec tién, ta dung céng thirc dao ham ham an

F ¢ F ¢
Z)g(é - . —X’ z¢ = - Yy
Fe¢ F ¢
Twe la ta phai tinh 3 dao ham riéng cua ham F theo 3
bién doc lap x, vy, z.



4 : Pao ham riéng va Vi phan ham an

Khi do, tq col F la ham hop theo t, s voit, s la ham
theo 3 bién x, y, z dé sir dung cong thirc dao ham
nam hop (t=Xx+y+z, s = x+y-22)

= =P HFLS, =P+ P
P o=F.t,+Fus, =F +F, F,=F, - 2F,

Thay vao cong thire trén, ta dwoc két qua
F ¢+ F ¢

z);(é: - = z¢
Fé& 2F¢




5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

Conqg thire Taylor véi phan dw Peano:

Cho ham f(x,y) kha vi dén cap (n+1) trong 1 r-l1an
can cua M, tiee la d(M,M,)<r. Ta c6 cbng thirc:
F(X,y)= F(X,¥,)* § ‘ f(:‘:’y")

k=1

+ R_(X,y)

Trong dO: R (x.y)= O(r")r = J(x- x,)°+ (y - y,)’

Khi (x,,Y) = (0,0) thi cong thtrc Taylor dwec goi la
cong thirc Maclaurint

" d“f(0,0)
f(x,y)= f(0,0)+ § . + R (0,0)

k=1




5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

Vi du : Khai trién Tay lor tai lan can diém (1,-1) ham
f(X,y) = X2+2y2-3xy+4x-5y+7

Giai :
Do f(x,y) la da thirc bac 2 theo x hoac theo y nen tu
cap 3 tI:f)’ di, cac dao hém riéng bang O twec la vi phan
cling bang 0. Ta chi can tinh vi phan cla f dén bac 2
f(1,-1) = 22
fy=2x—=3y +4,f, =4y —3X =5

—— F(1,-1) =9, f(1,-1) = -12

— df(1,-1) = 9dx - 12dy = 9(x-1) — 12(y+1)



5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

=2 Fy=-3 =4
d?f = 2dx? — 6dxdy +4dy?
= 2(x-1)>=6(x-1)(y+1)+4(y+1)°

S

Vay .
f(xy) =22 +[9(x-1) — 12 (y+1)] +
72 [2(x-1)*-6(x-1)(y+1)+4(y+1)]



5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

Chay :
Twong tw nhw ham 1 bién, dé khai trién Tay lor ham
f(x,y) trong lan can diém (x,,y,) ta cling lam nhw sau :

LBDatX=X-Xp, Y=Y -Yo = x=X+X, Y=Y +Y,

2. St dung khai trién Maclaurint ham 1 bién dé khai
trién ham f(X,Y)

3. Sap xép theo tht tw bac cia X, Y, X.Y tang dan

4. Thay X = x - Xo, Y =y -y, vao dé duoc khal
trien can tim



5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

Vi du: Khai trién Taylor tai (2,1) dén bac 2 ham
1

2X - 3y

F(x,y)=

Giai :
PatX=x-2,Y=y-1 «—— x=X+2 ,y=Y+1
1

Thay vao ham da cho, ta dwgc: f(Xx,y )=
2X - 3Y + 1

Patt = 2X - 3Y va ap dung khai trién Maclaurint ham
g(t) = 1 = 1- t+ t + R, Va thay vao ham f
1+ t

f(x,y) =1 - (2(x-2) — 3(y-1)) + ((2(%-2) — 3(y-1))*+R,
f(x,y)=1-2(x-2)+3(y-1)+4(x-2)*+9(y-1)>-12(x-2)(y-1)+R,




5 : Cong thire Taylor - Maclaurint

Vi du: Khai trién Maclaurint ham f(x,y) = e*cosy dén
bac 2

Giai:
Ta ap dung tryc tiép khai trién Maclaurint cho 2
ham 1 bién eX va cosy dé co két qua:

f(xy) = (THx+,x2+0(x%)(1-1y2+0(y?))
f(x,y) = L+x+1,x% - 1Ly2 + o xy? - 1 ,x%2y2 +R,

Ta bé cac so hang bac lén hon 2 va sap xép theo
thor tw tang dan cua béc, ta duoc :

f(x,y) = 1 + x + %2 (x*-y?) +R,




6: Dao ham theo hwdng — Vecto gradient

Pinh nghia:

Cho ham 2 bién z=f(x,y) va cho vecto u (u,,u,)

e —— — —_——— —

GOl a =gx,u),? =g(y,u)
Thi vecto don vi cung
phwong vl vecto u la
(cosa,cosf3)

Tai diém Py(X,,Y,) cho
trwde, ta ve 1tia Pyt
cung phwong va chiéu
vO'i vecto u

Trén tia nay, ta lay 1
diém P(x,y) tuy y




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Ta dinh nghia dao ham cua ham f(x,y) theo huwéng
vecto u(u,.u,) 14 gidi han hiru han (néu cé)
Of f(P)~ f(P,) “

f-(Py) = = (P.) = lim
u' O au 0 P P PPO D
D&t PP = J(x ™ x)2 * (v~ yy)? =t ;
Thi @ [x=x Tteos* Suy ra: D
Ly:y0+tcosﬁ Po
. f ttcos®,y, ttcoshP) T f(x,,
f-(P,) = lim (X Yo ) (Xg:¥9)
- t>0 t

Pat g(t)=f(x,+tcosa,y,+tcos) thi
9(0)=f(Xp.Yo) V& g'(t) = f,.x, * f,.y,



6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Suyra f = fox iy

u

Ma o' = lim g(t)  g(0)

t™0 t

Véy fo(Xo:Yo) — f (Xg,Yq).co8% fy(xo,yo).cosﬂ

f- (X0, ¥o) = (o (Xg.¥g)s Ty (Xg.¥0)), (c0s ¥ cos F)

Ta goi Vecto gradient cua ham f(x,y) tai (x,,Y,) la

gradf (xg,yo) = Y f (X0, ¥e) = f,(Xg.¥e), fy (X0, Yp)

Va ta co dh theo hwdng bang tich vé hwéng cla
vecto gradient va vecto don vi

f-(Xg. ) = gradf (xo,yo),(cos“,cosﬂ)




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Twong tw cho ham 3 bién f(x,y,z)

f- (xO Yor2o) ~ gradf(xo,yo,zo),(cos“,cosﬂ,cosy) Trong do

v « X s n r_ u
Hoac viét dwdidang  |f. = V.-




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Vi du: Tinh dh theo hwdng v = (6,3,-s) cUa ham

e

6

X
f(x,y,z) = —7
2

w |<

Giai )
Trwdce hét, ta tinh vecto don vi rng v&i vecto
i 1

u _
(cos®,cos? cos?)= — ~ g(6,3,_6)
lu |

— o, (111
Sau do tinh grad f = (f,, f , )~ [—,—,—)
Vay: [~y 41 -1

fl]'(l\/l):|gradf, M et
lul/ 3 9 9 3




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Vidu: Tinh dh tai (1,-1) theo hwong vecto don vi u
cua ham f(x,y)=x?+3xy-2y? biét gbéc gitra truc Ox va
vecto u la 11/3

Giai
V&i dé bai trén, ta co vecto don vi ’ng voi u 13
T
(cos?® ,cosP)= (cos—, cos—) 1 \/_
3 6 2 2

—_———

grad f (1,71) = (f,(1,71), f, (1,7 1) =(-1,7)

7331
2

f: (1,71) =




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

—_

Ta co: fl]' = Vi o < é_r_a_a f H 2= Hé_r_a_af H
u |u |
Suy ra:
( £ Hé_r_a_af H khiu cung hwéng véi grad f
\
\ fa' A H{;}‘a‘af H khi u ngwoc hwong voi grad f

- '

Néu u=@o,0) thi t =t

Tuc la dh theo hwdong vecto don \{i trén truc nao thi
chinh la dh riéng cua ham theo bién dé




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Vi du: Cho ham 7 (x,y,2) = x°y " 2yzt 4z2°x t 3xyz
va diém M,y(2,-1,0). Tim hwéng sao cho dh cla f
theo huwdng do dat GTLN, GTNN va tinh 2 gia tri do.

Giai:
Tatinh grad f (M) = (f,(M,), f,(M ). f,(M ) =(-4,4,-4)

P3at v = —(-1.1,-1) Thita dwoc
J3
| T4V3 Vi huong can tim Ia huéng

C el (LD

-y min




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

Tiep dién ciia mat cong;:

Cho méat cong S ¢é phwong trinh F(x,y,z)=0. Tiép dién
cua mat cong S tai diém P(x,,Y,,2,) thuéc mat cong co
phwong trinh la

G OF
- + - +
g(xolyoizg)-(x Xo) W(XO’yO’ZO)'(y y())
+8F = =
Z(Xo’yo’zo)'(z Zo) O

Va phwong trinh phap tuyén tai P Ia:

(X Xy) _ (Y vYo) _ (z z,)
Fo(Xo0Y0:20)  Fy(Xg.Yg.20)  F,(Xg.Y0.2p)




6: Dao ham theo huwdng — Vecto gradient

= Tiép dién

In'
In'

Phap vecto

Vecto phap tuyén cua mat S

chinh la vecto
grad cua ham f

Ph theo hwdng
vecto u(0,1,0)
La dhr cua ham
f theo bién y

f-(P) = f,(P)




7 : Cuwc tri ham nhiéu bién

Dinh nghia : Hém f(x,y) dwoc goi la dat cwc dai chat
tai My(Xo,Yo) N€u ton tai 1 1an can cua M, sao cho
fOx,y) < f(Xg,Y0), VOI Mmoi M(X,y) thudc lan can trén

Ture la:
3¢ >0,VM (x,y),d(M , M 0) \/(X_Xo)2+(y_ yo)2 S
Saocho: f(x,y)< f(x,,¥,)

Dinh nghia : Ham f(x,y) dwgc goi la dat cuc dat
khong chat tai My(X,,Yo) Néu ton tai 1 1an can cua M,
sao cho f(x,y) = f(x,,Y,) , V&I moi M(Xx,y) thudc lan can
trén.




7 : Cwc tri ham nhiéu bién

Pinh nghia twong tw cho khai niem cwc tiéu chat va
cue tiéu khong chat.

Chu y: Khai niém cuwec tri chi mang tinh dia phwong,
nd khac v&i khai niém gia tri Ién nhat, nhé nhat cla
ham trong mét mién (Xem hinh vé)

ZA absolute

- Mmaximum

local
maximum

local
minimum

absolute \§A)
minimum ¥



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién - Cuwec tri tw do

Vi du: Ham f(x,y) = x2 + y2 dat cuc tiéu tai (0,0) vi
f(x,y) — f(0,0) = (x2 + y?) = 0, v&i moi (X,y)

Hon nira, f(0,0) =0
con la gia tri nho
nhat cla ham trong

toan MXD vi :
f(X’y)' f(0’0)> 01"(X’y)
£(0,0)= 0

Piém cuc tiéu



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Piéu kién can cua cuec tri : Néu ham f(x,y) cé cuc
tri tai diém Mo(Xo,Y,) thi tai My ham c6 cac dao ham
rieng dong thoi bang 0 hoac khong ton tai

Piém ma tai d6 cac dao ham riéng dong théi bang 0
hoac khong ton tai thi goi la diem t&i han cua ham
t&rc 1a diém nghi ngd co cuec tri.

Piém ma tai d6 cac dao ham riéng dong thei bang 0
thi goi la diém dirng chia ham.

Piém M ma tai d6 cac dao ham riéng doéng thdi bang
0 va trong 1 1an can bat ky clia n6 ton tai cac diém
M,, M,, sao cho f(M,)<f(M)<f(M,) dwoc goi 1a diém
yén ngua




7 : Cuwc tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Vi du: Khao sat cwec tri cia ham f(x,y) = x2 — y?

Giai:
Taco:f,=2x,f,=-2y — biém dung cua ham
la O(0,0)
V&I moi X, ta co
f(x,0) = x2 20 = f(0,0)
Va&i moi y, ta co
f(0,y) = -y2 <0 =1f(0,0)

Vay ham khong dat cuc
o tri tai (0,0), diém (0,0) 1a
biém yen ngwa diém yén ngwa cla ham




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Diéu kién du cua cuwe tri : Cho ham f(x,y) xac dinh,
lien tuc va co cac dao ham rieng cap 2 lién tuc
trong 1 1an can cua diém dirng M,(X,,Y,). Ta co

1.Néu dang toan phwong d2f(M,) xac dinh dwong
thi ham dat cuc tiéu chat tai M, , f., = f(M,)

2.Néu dang toan phwong d2f(M,) xac dinh am thi
ham dat cwc dai chat tai M, , T4 = f(M,)

3. Néu dang toan phuwong d?f(M,) khéng xac dinh
thi ham khong dat cuwece tri tai M,




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Cac buwdc khao sat cwe tri ham nhiéu bién

Budéce 1: Tim diém téi han bang céach cho tat ca cac
dao ham riéng cua ham f bang 0, ta dwoc hé
phwong trinh, gidi ra ta dwoc diém dirng hodc tim
nhirng diém ma tai dé cac dao ham riéng khdng
ton tai

Buée 2: Khdo sat d4u cla d?f tai tirng diém dirng
vtra tim duoc (coi d?f Ia dang toan phuwong theo
dx, dy, dz, ...)

Buwére 3: Két luan theo diéu kién du




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuec tri tw do

Vi du: Tim cwc tri ham f(x,y,z) = x?+y?+2z2-4x+6y-82

Giai:

Budre 1: Gidi hpt tim diém ding

[hEm 2x- 4=0 1X=2  vay ham co diém
Ify¢= 2y + 6=0 U iy=-3 dwngduy nhat

, = M(2,-3,2)

(S Sy

fe= 4z- 8=0

z

Buwéc 2: Tinh d?f(M) = 2dx?+2dy?+4dz? = 0 v&i moi M.

Buoc 3: Két luan Ham dat cuc tiéu tai diém dirng duy
nhétf. = f(2,-3,2) = -21



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

V&i riéng ham 2 bién f(x,y), ta cé cac bwdc khao sat sau
1. Tim diém dirng (gia st 1a M.(x.,y.))

2. Tinh 3 dao ham riéng cap 2 cta ham va dat
A=Ff,(M),B=F,M),C=F, (M)vaA=AC - B?

3. Xét dau A :

« NéuA >0 vaA >0 thi ham dat cwc tiéu f_ = f(M)

« NéuA >0 vaA <0 thi ham dat cwc dai f_; = f(M))

» Néu A < 0 thi ham khong dat cuee tri tai M,

« Néu A = 0, thi ta phai xét dau Af = f(M) — f(M.) v&i moi
M thudc lan can cua M, va str dung dinh nghia cwc tri.




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Vi du: Tim cwc tri ham f(x,y) = x3 + y3 — 3xy

. ] i
Gial  13m diém dong 1
1
i

Ta tim dwoc 2 diém M;(1,1) va M,(0,0)
I'im cac dao ham rieng cap 2: £,= 6x, f,,= -3, f,= 6y
TaiM,;:C=A=6>0,B="1,/(1,1) =-3,
A=AC -B?=6.6—-(-3)(-3) > 0.
Ham dat cuce tiéu : f, = f(1,1) = -1
aiM, tA=1,,00,0)=0=C,B=1,,(0,0)=-3,A=-9<0

Ham khong dat cuwe tri tai M,



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Vi du: Tim cwc tri ham f(x,y) = X% + y% — 2xy +2x — 2y

Giai : .
Tim diém dwng

f ¢

X

- 0
U x-y+1=0
fe=0

|
.11; y
Ham c6 vo s diém dirng: tap tat ca cac diém
M(X,,Yo) thoa X, — Y, + 1 = 0, M(Xy,Xo+1)
Cac dao ham riéng cap 2 la hang s0, nén :

A=, =2 B=Pxy=-2,C=F, =2, A=0,véimoi M
Pay Ia trwdng hop ta phai xét dau

AT(M)=F(X,y)—f(Xy,X,t1) v&i moi (x,y) thudc lan can cua M.



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Ta co : Af(M)= f(x,y) — f(M)
Af(M)=(x2+y? =2Xy+2X=2Y) — (Xg*+Yo* —2XoYo 2Xg -2Y0)
Af(M)=(x2+y? =2xy+2Xx-2Y)—((Xo-Y0)*+2(Xo—Y0))
Thay x, — Y, = -1 vao, ta dworc
Af(M) = (X-y+1)22 0 «—— f(x,y) = f(M)

Vay theo dinh nghia, ham dat cwc tiéu khéng chat
tai moi diem dwng M, va f, = f(M,) = f(Xy,%,+1) = -1



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuec tri tw do

Vidu: Timcwe tri ham f(x,y) = i/x2+ y "

Giai . Tw hé phuong trinh :

<

lfe= 2% g
T ey
% y

i 2

i f = Y -0
1

1

{/X2+ yz_

Ta duwoc x =y = 0, tuy nhién (0,0) Ia diém ma tai do
2 dao ham trén co thé khong ton tai, hpt v nghiém.
Do do, diém (0,0) khéng 1a diém dirng clia ham.

Vay ta sé tinh dao ham riéng cua f tai (0,0) bang dinh

nghia:



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuec tri tw do

f(Dx,0)- f(0,0) Ipx?- 0

f€0,0)= lim = Ilim

Dx® 0 DX Dx® 0 DX

— 00

Do vai tro x, y nhw nhau trong ham f, nén twong tw

ta clng co f(0,0) = e

Vay tai (0,0) cac dao ham riéng khéng ton tai hiru han
nén(0,0) chi la diem t&i han cua ham, tiee la diem nghi
ngo co cuc tri.

Mat khac: pf = f(x,y)- £(0,0) = {/x2+ yZ23 0,"(x,y)
Tlce la (0,0) 1a diém cwe tiéu cua ham.

Hon nira, f(0,0) = 0 nén ta co

£ =f_ =f0,0)



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Vi du : Khao sat cuwc tri cia ham

f(X,y) = X* + y* — X2 — y? — 2xy

G'a“_, ifé= 4x°- 2x- 2y = 0
Tim diém dwng :

X

o et ey

ifé= 4y’ - 2x- 2y = 0

y

Ta dwoc 3 diém dirng M, (1,1), M,(-1,-1), My(0,0)
Céac dao ham riéng dén cap 2 :

> 3t
<

f’xx =12x% -2, f’xy =-2, flyy = 12y? - 2
Tai M,(1,1), M,(-1,-1) :

C=10=A>0,B=-2,A=100 - 4 >0
Nén ., = f(1,1) = f(-1,-1) = -2



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuec tri tw do

Tai M;(0,0):A=B=C=-2,A=0.

Ta phai xét dau Af = f(x,y)—f(0,0) = x*+y4—x?—y?-2xy,
v&i moi (x,y) gan véi (0,0) bang cach chon 2 diém

N, (M, 1), No(&,-1 ) va tinh Af(N,), Af(N,)

1 1 2 4 2 1
Df(N)=Df(—,—)= —- — = —(—-2)<0,"n>1
nNn n n n N n
1 1 2
Df(N,)= Df(—,- =)= —>0,"n> 1
n N n

Nhw vay, Af doi dau trong 1an can diém dirng M,
tire la ham khong dat cwee tri tai M,



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

Vi du: Cho ham f(x,y,z) = x3+xy+y?-2xz+2z°+3y-1.
Piém nao sau day la cwce tri ciia ham : M,(1,-2,11,),
My (-45,-%14,-H4)

Giai: ‘

Ta chi can kiém tra 2 diéu kién :

1. M. |a diém t&i han(véi ham nay, chi can Ia diém dirng )

2. d*f(M.) la xac dinh dwong, am hay khéng xac dinh

1. M;, M, 1a diém dirng tire 1a ching nghiém dung hé :
%ff: 3x°+y-2z=0
im¢: X+ 2y + 3=0

fée= - 2x+ 4z2=0

z

(ST S




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri tw do

2. Tinh d*f(x,y,z) = 6xdx*+2dxdy+2dy?-4dxdz+4dz?

va thay tirng diém dirng vao dé xét dau dang toan

phwong :

d?f(M,) = 6dx>+2dxdy+2dy?-4dxdz+4dz? c6 ma tran
x 6 1 - 29

A=¢1 2 D,= 6>0,D,=11>0,D, = 36> 0

1

>~ O

SRR PR A

-2 0

Twe la d?f(M,) la xac dinh dwong, ham dat cuc
tiéu tai My, f., = f(M,) = -9/,
d?f(M,) = -3dx?+2dxdy+2dy?-4dxdz+4dz?

Bang cach nhw trén (theo tiéu chuan Sylvester), ta
co két luan ham khong dat cwee tri tai M,



7 : Cuwc tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Vi du: Xét ham f(x,y) = 2 — 2x -2y. Khong kho khan
gl, ta thay ham khéng co cuc tri.

Piém cuc
tidu la dié
thap nhat

14 « R

. biem cuc
2+ dai la diém
cao nhat

Néu vé dod thi, thi ta duwoc
mat phang z = 2 — 2x -2y,
rd rang khong co cuwec tri.
Tuy nhién, néu ta cat mat
phang trén b&i hinh tru
tron xoay x%+y? = 1 thi giao
tuyén l1a 1 ellipse va khi do
ham ban dau co cuc tri.

Khi do, ta néi ham f co cuc
tri v&i diéu kién x2+y? =1




7 : Cuwc tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Dinh nghia cuc tri cé diéu kién : Ham f(x,y) dwoc
goi la dat cwc dai chat tai My(x,,y,) VOI diéu kién
@(x,y) = 0 néu Af = f(x,y) — f(X,,Y0)<0, v&i moi M
nam trong hinh cau B(M,,r) va thda diéu kién trén

Thay dau “<“ b&i dau “<” ta dwoc cuc tri khéng
chat co dieu kién, va lay dau ngwoc lai ta co khai
niém cuc tieu co diéu kién




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Vi du: Tim cwe tri cda ham f(x,y) = x?-9y?+3xy+6Xx-5
v&i diéu kién 2x —3y =0

Giai :
Tw diéu kién, ta rat ra y = ?/,x va thay vao ham f:
f(X,y) = X2-9(2/5X)?+3x(%/3X)+6X-5 = -X°+6X-5

Tirc la ta c6 ham 1 bién va di tim cwc tri ciia ham 1
bién nhw binh thwérng.

Timdiémdng: =0 ——-2x+6=0—" x=3

Vay ham dat cwc dai tai diém dirng duy nhat (3,2)
f.s=1(3,2) =4




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Tuy nhién, hau hét cac trworng hop cuwce tri co diéu
kién, ta khdng dé dang rut ra y theo x hodc x theo y
nhw trén. Vi vay, ta sé xay dwng cach tim cuwc tri co
diéu kién 1 cach téng quat hon dwa trén cach tim
cuwc tri tw do nhw sau

Ta sé& gia thiét rang diéu kién @(x,y) = 0 xac dinh
mot ham an y = y(x) tai 1an can diém My(X,,Y,), ttrc
la @', (Xo,Yo) # 0.

Khi do, ta thay y = y(x) vao ham f, ta dwgc ham 1

bién f(x,y(x)). Néu ham f(x,y) dat cwc trj tai M, voi
diéu kién o(x,y) = 0 thi



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

df
d—x(xo) = 00U fdx,y,)+ yAx ) dx,y,)= 0 (1)

Mat khac, tr diéu kién @(x,y) = 0, ta cling co

@ '«(X0,Yo) 1Y x(X0) @ 'y(X0,Y0) = 0 (2)
Nhan 2 vé (2) voi A, r6i cong voi (1), ta dwoc
['x(X0,Y0)+ A\ (X0, Yo) I 1Y «(Xo) [T (X0, Vo) + A (X0, Y0)] = O
Vi ¢’,(X,,Yo) # 0 nén ta co thé tim dwoc hang so A,

sao cho :

fy¢(xo’y0)

|, = - , ,
0 i f(xey,) 7 Fy(Xo,Yo)t A@ (X,Yo) =0 (3)

Thay vao dang thic trén, ta cling dwoc
Fy(X0:Y0) + Ag@x(X0,Y0) =0 (4)




7 : Cuc tri ham nhiéu bién — Cuc tri c6 diéu kién

Fy(X0:Y0) + Ag@x(X0,Y0) =0 (4)
Két hop diéu kién ¢(x,y) = 0 v&i cac dang thire (3),
(4) ta duwoc hé pt:

PRAxy)+ 1) f(x.y) = 0 Va Xg, Yo, Ag 12 1
Ify,é(x,yh 1] ¢(x,y)= 0 nghiém cua hé
1

{i (x,y)= 0

Ta dat ham L(x,y) = f(x,y)+A@(x,y) thi hpt tré thanh

fLE(x,y)= 0

Y

?Lf(x,y)= 0

P Sk

{) (x,y)=0




7 : Cuc tri ham nhiéu bién — Cuc tri c6 diéu kién

Vay ta co diéu kién can clia cwc tri co diéu kién

Dinh ly : Cho ham f(Xx,y), @(X,y) co cac dhr lién tuc
trong lan can cta diém My(X,,Yo), @ (X0,Yo) # 0 hpé
@ (Xs,Yo) # 0. Khi do, ham f(x,y) CO cure tri voi dieu
kién @(x,y) = 0 tai M, thi ton tai sO A sao cho
%fx¢(xo,yo)+ lj g(x,,y,)=0

Ify¢(xo’yo)+ IJ f(XO,yO): 0

Gk S

11'] (Xoiyo): O

C

SO A dwoc goi l1a nhan t&r Lagrange, ham L(x,y) &
trén dwoc goi la ham Lagrange, nghiém M;(X,,Y,)
cda hé goi la diém dirng




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Dinh ly : (Diéu kién du cua cwec tri co diéu kién) Gia
str cac ham f(x,y), @(x,y) cé cac dhr dén cap 2 lién
tuc trong lan can cta diém dirng My(Xa,Y,) 0PNg VO
A = Ay Khi d0, ta co cac két luan:

1. Néu de(xo,yo) la xac dinh dwong thi M, la diém
curce tiéu

2. Néu d?L(x,,Y,) la xac dinh am thi M, la diém curc
dai

3. Néu d?L(xy,Y,) 1a khéng xac dinh ham khéng dat
cure tri tai M,




7 : Cuc tri ham nhiéu bién — Cuc tri c6 diéu kién

Céch tim cwc tri ciia ham f(x,y) voi diéu kién @(x,y) = 0

1.Néu tir pt @(x,y) = 0, ta rat ra'y = y(x) hodc x = x(y)
thi thay vao ham f dé dwoc ham 1 bién

2.Néu khdéng thwe hién dwoc nhw trén thi ta lam theo
phuwong phap nhan t& Lagrange

a.Lap ham Lagrange: L(x,y) = f(x,y) + A@(X,y)
b. Giai hpt

PLE(x,y)= 0 Pé tim diém dirng
%Lf(x,y): 0 KAE();O’yo) ng VoI
I — 770

{i (x,y)= 0

c. Xét dau dang toan phuwong d2L(X,,Y,), VO A = A,



7 : Cuc tri ham nhiéu bién — Cuc tri c6 diéu kién

Vi du: Tim cwe tri ham f(x,y) = 6 - 4x - 3y v&i diéu
kién x°+y2 =1

Giai :

1. Lap ham L(x,y) = 6 - 4X -3y+A(x2+y?-1)
2. Giai hpt tim diém dirng

- 4+ 2] x =

- 3+ 21y =

[SFTTEUNY G SN Pl Wy

2 2

x +y =1

0
0 U

3 St Sk Sk S § o i Sk Sk i 4

X

<

X

N

N
< wx
o N
1

+

[

Thay x, y tw 2 pt
trén xudng pt
cudi cung. Ta
dwoc 2 diém
dung :

M1 (*/5.%l5) va Ay =515, My(-45,-%l5) va A, = -°/,




7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

3. Tinh vi phan cap 2 ctia ham L(x,y)
2L (x,y) = L’ dx2+2L", dxdy+L", dy? = 2Adx?+2Ady?

4. Xét dau d2L tai ttrng diém dirng

Tai M, v&i A,=/,, ta dwgc d’L(M,) = 5(dx>+dy?) la
xac dinh dwong, vay f = f(M,) = f(*/,3/) = 1

Tai M, v&i A, = -°/,, ta dwoc d?L(M,) = - 5(dx?+dy?) la
xac dinh am, vay f_, = f(M,) = f(-%/5,-3/c) = 11



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Vidu: Tim cwc tri ham f(x,y,z) = x - 2y + 2z vOi
diéu kién x2+y2+z2=1

Gidi : Ta ciing lam theo cac bwéc nhw véi ham 2 bién
1.Lap ham L(Xx,y,z) = X-2y+2z+A(X?+y?+z2-1)

2. Tim diém dirng bang céach giai hpt

fLeg= 1+ 21 x . .
Ta dwoc 2 diem dwng

ooz 2y My (Y5,-%15,%15) » Ay = -3,

Lf: 2+ 21z MZ(_1/312/31_2/3) , )\2 = 3/2

%x2+ y2+ 22: 1

3. Tinh d?L = 2A(dx?+dy?>+dz?),

i e it § et ] i 3



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

4. Xét tai tirng diém dirng
d?L(M,) = -3(dx?+dy?+dz?) — xac dinh &m nén
fea=f(My) = f(H3,-%/5,%/5) = 3

d?L(M,) = 3(dx?+dy?+dz?) — xac dinh dwong nén
for = f(My) = (-1/5,%/5,-15) = -3



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Vi du: Tim cwc tri ham f(x,y) = x2+2y2+12xy v&i diéu
kién 4x°+y? = 25

Giai:  L(X,y) = X2+2y?+12xy+A(4x%+y? - 25)

Tim diem dwng : Ter (1) va (2) ta tinh A

fLg= 2x+ 12y + 81 x =0 (1) theo x vay, cho bang

[Le=ay+12x+ 21y =0 (2) nhau dé tim ra moi
lien hé girax va 'y

ot b 3

|
i 2 2
14x +y = 25 (3)

x+6y_ 6X + 2y

2

P 24x°+ 7xy- 6y = 0 (4)

4 X y

Pt (4) 1a pt dang cap doi voi x, v; ta gidi bang cach
dat y = tx dé dwoc phwong trinh



7 : Cuc tri ham nhiéu bién — Cuc tri c6 diéu kién

> O N

24X24+TXIX-6(1X)2 = 0 «—> -612+7t+24 = 0 «—> G = .3 ,

%

&
/ Ta thay vao pt (3), roi ¢
o tinh A tuo’ng (rng dé
? - /3% duwoc 4 diém dirng

Suy ra ¢

Tinh d2L = L”,dx=+L", dy= +2L", dxdy
d?L = (2+8A)dx?+(4+2A)dy*+24dxdy

Ta sé xét tai 2 diém dirng mét 1an vi cung chung A



7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — Cuc tri co diéu kién

Tai M; va M, : d?L=18dx?+24dxdy+8dy? = 2(3dx+2dy)?

Pén day, ta chwa thé két luan vé dau cua d2f nén ta
sé sv dung dieu kién ¢(x,y) = 0 bang cach lay vi
phan 2 vé: ¢’ dx+cp ,dy=0 va thay gia tri x, y tai diém
dirng dang xét dé t|m thém moi lién hé gira dx va dy

Tw : 4x%+y2 =25 — 8xdx+2ydy =0

Thay x=2 va y=-3 (diém M,) hodc x=-2 va y=3

(diem M,) vao trén ta dwoc : 8dx = 3dy

Suy ra: d’L(M,) = d?L(M,) = (*%°/,)dx?- xac dinh dwong
Twong tw khi xét dau d2L tai M, va M,,.

Vay : f, =f(2,-3) = 1(-2,3) = -26

feq = 1(°/5,4) = 1(-°/5,-4) = -5,
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Vi du : Dung cwc tri dé tim khodng cach tu gOc toa dd
dén dwdng thang la giao tuyén cua 2 mat phang :
X+y =0,y+z =12

Giai
Khoang cach tir goc toa dd O dén diém M(x,y,z) bat ky
la

d(O,M) = \/x2 + y2 + z°

Twce la ta co bai toan: Tim cwc tri ham
f(X,y,2)=x2+y2+72 v&i 2 diéu kién x+y = 6 va y+z = 12
Ta sé lam bang 2 cach :

Céch 1: Thay x = 6-y, z = 12-y vao ham f dé duwoc
ham 1 bién y va tim cuwc tri
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Céach 2: Dung ham Lagrange vé&i 2 diéu kién

L(X,y,2) = 1(X,y,2) + Ap(X,y,Z) + p(X,y,z)
L(X,y,2) = X2+y2+z2+A(x+y-6)+u(y+2-12)

Tim diém dirng bang céach giai hpt

%Lg:O %Lxsé: 2x + 1 = 0 Ta’dwc_)’cl
iLf:O iLysé: 2y + 1 + m=0 d|‘ém
- - ) duwng
iLZ¢_ 0 U iLZ¢— 2z+ m= 0 M(0.6,6)
lj (x,y,2)= 0  ix+y=6 v&i A =0,
iy(x,y,z):o %y+ z =12 |J:-12

Tinh d?L=2(dx?+dy?+dz?) xac dinh dwong tai moi
diem nén ta dwoc i = f(0,6,6) = 72 . Vay khoang
cach can timla /2
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Dinh nghia: Cho ham f(x,y) xac dinh trong mién D
dc’)r)g va bi chan. Ham f dwoc goi la dat gia tri Ion
nhat (GTLN) tai diém M, (x,,y,) I D néu

f(x,y)£€ f(x,y,)."(x,y)I D vaf_ . =1(XyYo)

Thay dau < bdi dau = trong dinh ngha trén ta c6
khai niém gia tri nho nhat (GTNN) cua ham trén
mién dong D

Dinh ly Weierstrass : Néu ham f(x,y) lién tuc trén tap
dong va bi chan D thi f dat GTLN, GTNN trén D

Nhéc lai rang: Tap D dong tire 1a D chiva bién clua

nd, va D bi chan tire 14 ton tai 1 hinh cau mé B(M,,r)
saocho bi B(™M ,r)
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Nhw vay, dé tim GTLN, GTNN cta ham f(x,y) trén
mién dong D ta lam nhw sau :

1. Tim céac diém dirng My, M., ... va |a cac diém
trong clia D. Tinh gia tri cia ham tai cac diém dirng
do

2. Tim cac diém dng trén bién cua D tic 1a diém
dirng cia ham f thda diéu kién 1a phwong trinh

bién D. Tinh gia tri ham f tai cac diém dng do.

3. So sanh gia tri ctia ham f tai cac diém dirng trong
va trén bién cla D dé tim ra GTLN, GTNN cua ham
f trén mién D.
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Vi du : Tim gia tri I&n nhat, gia tri nhd nhat cia
f(x,y) = (x-6)2+(y+8)2 thda diéu kién x2+y2 < 25

Giai:

Tim diem dwng trong
hinh tron tiee |a giai hpt
|(fx'= 2(x " 6) = 0

1f = 2(y *8)~ 0

Mién D 14 hinh tron, bao
gom cé dwdng tron tam
O(0,0) ban kinhr=5

[x*+y®<25

2 pt trén cho ta nghiém x = 6, y = -8, khéng thoa bat
dang thire tre 1a trong D khdng ¢ diém dirng
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Tim diém dirng trén

bién D trc la tim diém _—
dirng c6 diéu kién (3.4
bang cach lap ham /

Lagrange \ /
L(X,y) = f(x,y) + A(x*+y>-25) (3,-4)

va giai hpt

( ’: — + ﬂ« - " A Y ~
Lo 2(x26)72%x = 0 T3 duoc 2 diém dirng trén

% L; = 2(y + 8) + Zﬂ'y -0 blén Ml(-3’4)’ M2(31_4)

2

x**ty® =25
Ta tinh gia tri cOa f tai 2 diém dirng trén va so sanh
ta duwoct, ,, =1(-3,4) =225 1 ,,=1(3,-4) = 25
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Vi du: Tim GTLN GTNN cua ham f(x,y) = x2+y?-xy
trong mién |x| + |y| < 1

Giai:

Trwdc hét, ta xac dinh mién D 13

hinh vuong ABCD nhw hinh vé
Tim diém dirng trong hinh (1.9)

vudng béng cach giai hpt C('l,O)\
%(fX'ZZX_y -0

Lfy’ —2y " x 0
Ta dwoe diém dirng M, (0,0)

Tim diém dwng trén bién twrc la lan lwot trén 4 canh
AB, BC, CD, DA cua hinh vuéng

B(0,1

D(0-1)
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Trén canh AB voi phuong

trinh x+y =1 y=1-x B(0,1 M (Y, 1)
Thay vao ham f ta dwoc ? 21 02
f=X2+(1-x)-x(1-x) = 3x*-3x+1 - (1.0 (1.0)
f=6x-3=0-x='/, ta dwoc | \

diem dwwng M,(Y/,,/,) D(0-1)

Twong tw trén 3 canh con lai ta dwoc 3 diém dwng lan
WOt 18 My(-1, 1), My(-Y,Yy), M(H,-1)

Cudi cung, ta tinh gia tri cia ham tai 5 diém dirng vira
tim: f(M)=0, f(M,) = f{(M,) = Y/, f(Ms) = f(Ms) = 3/,

Va tai 4 diém dac biét: f(A) = f(B) = f(C) = f(D) = 1

Vay: f__ =1f(A) = f(B) = f(C) =f(D) = 1, f.._ = f(M,) = 0

min



Trwoce tién, ta xac dinh

mién D 1a phan hinh tron

nam trén dworng thang
1. Tim diém dirng trong

7 : Cuwec tri ham nhiéu bién — GTLN GTNN

Vidu: Tim GTLN, GTNN cda ham f(x,y) = x2+y2 trén
mien fxcntty m2)' s
lax Tty 24

Giai:

B(0,4

mién D :

f =2x 70

v < xTy“~o0 .
f =2y =0 ~— — \A((2,0)

Ta khédng nhan diém nay vi né nam ngoai mién D
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2. Tim diém dirng trén bién cia D gém 2 dwong :
doan thang AB va nlra trén dwdng tron ACB.
Trén doan thdng, ta c6 diéu “
Kien: 2x+y =4 < y =-2x+4 pB(0 4
0=x<2
thay vao ham f ta dwoc
f = x2+(2x-4)? = 5x2-16x+16 |(1,2\
Cho ta 1 diém dirng
M, (%/5,%/5)

~—_ " \A(2,0) :

Irén nwra dwong tron, ta lap
ham Lagrange

L(X.y) = x2+y?+A((x-1)*+(y-2)*-5)
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Tim diém dirng:
[LXI =2x T24(x"1)=0

o _ rx:y:O,ﬂ:O
ﬁLX‘2y+2’1(y_2)‘0©{ o

(x "1 Ty 2) =4

Cudi cung, ta tinh gia tri

ftai 2 diém dac bietva ~ B(O4
tai 2 diém dirng

f(My) = %5, f(My) = 20,

f(A) = 4, f(B) = 16

va so sanh dé dwoc

Ta loai diém (0,0)
Vi nam dwoi
dwdng thang va

nhan diém M,(2,4)

M

|(1,2\

fmax:f(214):20’ 1:min - f(8/5’4/5) - 80/25

~—_— \A(2,0)




